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RCumGLe champ d’application de l’analyse modale dune structure thermique est delimim par trois 
grandes hypotheses quant a la nature des transferts: linearite, stationnaritt et rkiprocitk La derniere 
interdit en pratique l’emploi de la methode lorsque des fluides sont en mouvement. Nous dkcrivons ici un 
pro&de de resolution formelle qui l&e cette restriction pour un opkrateur de la chaleur tres general 
(diffusion thermique, rayonnement, transport d’energie par transfert de masse). Le calcul repose sur 
l’adaptation de la technique de separation de variables au domaine complexe. La demarche met en evidence 
deux familles biorthogonales de modes propres associkes a des spectres denombrables de valeurs 
propres et constituant une base de solutions 6lkmentaires. Deux exemples, une boucle de circulation dun 
fluide et un bltiment muni dune ventilation mecanique control&e, illustrent l’utilisation du modele modal 

general ainsi mis au point. 

1. INTRODUCTION 

LE PROBLBME gCnCra1 de l’ecoulement de la chaleur 
dam une structure thermique en regime variable est 
complexe a plus d’un titre. D’une part, le champ ther- 
mique recherche est de nature spatiale et temporelle, 
ce qui induira un systeme d’equations aux d&-iv&es 
partielles. D’autre part, dans ces structures sont mis 
en jeu, souvent avec une importance comparable et 
de man&e couplee, trois mecanismes differents de 
transfert : la diffusion de la chaleur, le rayonnement 
thermique et le transport d’tnergie par transfert de 
masse. Enfin, les structures peuvent comporter un 
grand nombre d’elements entre lesquels existent de 
multiples connexions. Dans cet article, une structure 
thermique dbignera un ensemble constitue de materi- 
aux solides et de masses fluides echangeant exclusive- 
ment de l’energie suivant les trois modes de transfert 
precites. 

Jusqu’a l’apparition des calculateurs automatiques, 
les resolutions etaient limit&es a des configurations 
simples et reposaient sur des transformations for- 
melles et l’existence de solutions analytiques par- 
ticulieres. L’equation de diffusion de la chaleur par 
conduction a elle seule a fait l’objet de nombreux 
travaux. Differentes mbthodes ont Cte proposkes 
comme la transformation intkgrale [l], les fonctions 
de Green [2], ou la transformation de Laplace [3]. 
Notons qu’elles utilisent toutes, plus ou moins di- 
rectement, les resultats Ctablis a l’aide de la technique 
de separation des variables. Lorsque les trois modes 
de transfert sont presents simultanement les solutions 
analytiques sont plus rares. Aujourd’hui, pour traiter 
ce probleme, les procedes purement numeriques se 
sont generalises. 11s reprennent la resolution a sa base 
en operant une discretisation des equations locales 

de bilan thermique. C’est le cas notamment dans les 
methodes des differences finies [4] et des elements finis 
[S]. Cette approche dont la puissance est considerable, 
est souvent la seule praticable. Elle foumit par simu- 
lations une quantitt #information importante. 
L’analyse du comportement du systeme en fonction 
de ses caracteristiques thermophysiques est toutefois 
difficile. 11 est en realite courant de rencontrer des 
modeles matriciels comportant plusieurs milliers de 
coefficients. 

Sans abandonner la precieuse ressource du calcul 
automatique il est interessant de reprendre l’idee d’un 
traitement analytique formel prealable des equations. 
On peut s’attacher au principe de separation des vari- 
ables pour mettre en evidence des invariants fonda- 
mentaux de la structure thermique: les elements 
propres. C’est ce qui est fait dans la methode d’analyse 
modale [6]. Dans celle ci, l’observation de la domi- 
nance des modes propres, a travers les coefficients de 
decomposition du champ de temperature par exemple, 
met en relief les traits caracteristiques de la structure 
Ctudiee sans recourir a la simulation [7]. 

Les qualites propres aux representations modales 
des transferts couples dans une structure ont et& mises 
a profit pour la simulation des evolutions temporelles 
[8, 91 l’analyse de l’inertie thermique [lo, 111, l’iden- 
tification de processus Cnergetiques [12, 131. Trois 
conditions imposkes aux equations phenomeno- 
logiques de transferts delimitent le domaine d’applica- 
tion de l’analyse modale : linear&e, stationnaritt, 
reciprocite. 

Les deux premieres sont classiques et de signifi- 
cations connues. Grace a la linear& et a la station- 
narite (cette derniere correspond a l’invariance des 
caracteristiques thermophysiques dans le temps), 
il est possible d’utiliser le principe de superposition. 
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NOMENCLATURE 

A rapport d’amplitude T&W, t), 27&V, t) champs de temperature 
ui defini dans l’equation (15) en regimes glissant et dynamique, 
a,, bm d&finis dans l’equation (3 1) respectivement 
B operateur des conditions aux limites u(M) produit de la capacite calorofique 

@Q capacite calorofique volumique au volumique par le vecteur vitesse au 
point M point M 

22 domaine limite de I’espace U(M, t) champ de sollicitation 
g, 9’ complementaire dans l’espace et V vitesse moyenne du fluide dans le 

indrieur de 9, respectivement conduit 
l’espace R3 

T(M), g(M) 
Vi(M), V,,,(X) fonctions propres de 

fonctions de I’espace l’operateur de la chaleur 
h coefficient d’echange de chaieur, W,(M), W,,,(x) fonctions propres de 

par unite de longueur du conduit, l’operateur adjoint de la chaleur 
entre ie fluide et l’exterieur X(0 Ctat ~l~mentaire du systeme thermique, 

K(M) tenseur des conductivites thermiques au associe au mode propre d’ordre i 
point h4 XO,XlrX2 abscisses curvilignes sur la boucle 

x: conductivite thermique du fluide Z,, Z,n valeurs propres complexes de 
L longueur du tuyau l’opcrateur de la chaleur 
L operateur de la chaleur generalist? Z:, Zz valeurs propres complexes de 
L* operateur adjoint de la chaleur I’operateur adjoint de la chaleur. 
M, M’ points du domaine 9 

n(M) vecteur normal a une surface au point Lettres grecques 
M ai coefficient difini dans I’tquation (I 5) 

p, PO densites volumiques de puissances de 6, symbole de Kronecker 
sollicitation 6,.(M) distribution de Dirac 

r(M, M’) coefficient d’ichange par 0 temperature adimensionnee 
rayonnement, linearise ;ki partie reelle de la valeur propre 

S section du tuyau complexe Zi 
S(M, M’) fonction de Green definie dans PC capacite calorifique volumique du 

I’tquation (18) fluide 
Y*, Y”, Y interface separant 9 de g?, t temps caracteristique, constante de 

interface interne entre solides temps 
et Auides et l’union des deux, &>&I angles de dephasage 
respectivement #@, 1) champ de densite de flux 

t temps 6% a, parties imaginaires des vaieurs propres 

TO temperature ambiante complexes Z, et Z, ou pulsations 

T, temperature de reference propres d’ordre i et m, respectivement 
T(M, t) champ de temperature QO pulsation de sollicitation. 

La reciprocite est une hypothese implicitement admise 
dans un bon nombre de cas (conduction notamment) 
bien qu’elle induise des symetries tres utiles. Elle sig- 
nifie que le sens du flux de chaleur au niveau ele- 
mentaire est lit: uniquement au gradient de tempera- 
ture. Autrement dit le gradient de temperature est le 
“moteur” de f&change de la chaleur. Ceci exclut, en 
principe, les transferts dus a un transport direct de 
matiere. Dans le cas de mouvements de fluides, la 
temperature des points situ&s dans un ecoulement 
depend des temperatures en amont ‘sans que la r&S- 
proque soit vraie. 

Cette derniere hypothese limite singulierement le 
domaine d’utilisation de l’analyse modale. De plus 
elle semble indis~nsab~e pour d&nontrer la propriete 
d’orthogonalite des elements propres 1141 qui fait la 

richesse de la mcthode. Notons cependant q’une solu- 
tion modale classique existe dans le cas tres particulier 
du transfert de chaleur dans un conduit ouvert (prob- 
leme unidirectionnel). Elle utilise un changement de 
variable qui ram&e a un probleme oh I’hypothese 
de r&ciprocitc est verifiee (151. Maiheureusement ce 
pro&de de transformation n’est pas geniralisable a 
des configurations gbomitriques plus tlaborees. Tou- 
jours pour ce probleme de conduit ouvert, mais cette 
fois avec des sollicitations periodiques, on trouve dans 
[16] une solution analytique qui fait intervenir des 
elements propres dun probleme complexe. Toutefois 
les parties imaginaires sont artificielles car elles sont 
induites par la representation complexe de l’excitation 
harmonique, et les elements propres ainsi obtenus 
dependent de la pulsation de celle-ci. La formule 
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don&e ne constitue done pas une solution modale 
generale. 

Get article propose de lever les restrictions l&s 5 
l’hypothtse de rkciprocitl! ii l’aide d’une technique 
originale, issue de la separation des variables, 
appliqute a un opkrateur de la chaleur gtneralisi dans 
le domaine des nombres complexes. La solution 
trouvke fait intervenir des elements propres intrin- 
s&ques du systeme, et done independants des sollici- 
tations en particulier. Ceci donne un caract&e t&s g&e- 
ral B la solution analytique formelle. Notre propos 
vise essentiellement B deer-ire la methode, les appli- 
cations tres simples n’etant presentes que pour en 
illustrer le bien fond&. 

2. OPERATELJR DE LA CHALEUR POUR LES 

TRANSFERTS COUPLES 

Dans cette section nous rappelons les equations du 
transfert couple d’energie, par diffusion thermique, 
rayonnement et transport de masse fluide, dans les 
conditions de linearite et de stationnarite. Pour 
chaque mode de transfert nous identifierons les pro- 
p&is de reciprocite. 

La structure thermique 5S form&e de solides et de 
guides est entourke par son environnement G, l’union 
de D et $5 formant l’espace tout entier d. L’ensemble 
des points interieurs a yi) est note 9’. Nous dbsig- 
nerons, par Y*, Y” et Y l’interface separant 9 et 
a, l’interface interne de D entre les solides et les 
fluides, et l’union de Y* et de Sf”, respectivement. 

Nous indiquerons la variable d’espace par la 
notation generique M. L’eiement diff~rentiel d&f 
designera indiff~re~ent un volume ou une surface 
inflnitbsimale associee au point M. La normale au 
point M dune surface sera notte n(M). Lorsqu’il 
s’agit d’une frontiere de domaine, elle sera orient&e 
vets l’exterieur de celui-ci,*et entre deux milieux i et j, 
du premier vers le deuxieme. 

2.2. Uperateur de la chdew 
L’equation qui gouverne i’evolution du champ de 

temperature du systeme traduit la conservation de 
I’energie et s’ecrit symboliquement : 

(conYZion) + (ray 0Ement) + (trazort) 

De cette Cgalite on deduit l’equation ponctuelle 
de l’energie, pour un point interieur a la structure 
thermique : 

V[~(~VT(~, t)] + 
s 

ra r(M, ~)T(~‘, t> dM’ 

-u(M).VT(M,t)+ W(M,t) = c(M)------. 
aT(:l) (l) 

(1) T(M, t) designe le champ spatio-temporel de la 
temperature. 

(2) Les materiaux sont homogenes mais peuvent 
presenter une anisotropie. K(M) designe le tenseur 
des conductivity thermiques. D’apres les relations 
dOnsager, il est symetrique et defini positif [17]. 

(3) r(M,M’) est la distribution de densitt de 
coefficient d’echange radiatif [ 181. Un exemple de son 
calcul est donne en annexe A pour des solides gris a 
Bmission diffuse et reflexion isotrope en presence de 
fluides inactifs sur le rayonnement. Les transferts radi- 
atifs sont linearises [l 91. 

(4) Les fluides sont newto~ens, incompressibles et 
peu visqueux. Les equations mkcaniques et ther- 
miques sont done decouplees et nous supposerons 
le champ des vitesses connu et stationnaire [20]. Le 
produit de la capacite calorifique volumique par le 
vecteur vitesse sera dtsigntr par u(M). Le bilan (1) est 
valable pour tous les points du domaine, en con- 
siderant que la vitesse est nulle dans les solides. Des 
guides differents ne se melangent pas. 

(5) U(M,t) est le champ des so&citations. 11 est 
engendre par l’existence de degagements intemes de 
chaleur et par Ies Cchanges thermiques avec I’en- 
vironment. 

(6) c(M) est la capacite calorifique volumique. 

L’equation (1) est completee par les conditions aux 
limites : 

(a) pour un point M de Y ’ separant deux milieux 
i, i solides ou fluides (ME 3 O) 

[Kj(M)VTj(M, t)-.&(M)VT,(M* t)]‘ujj(M) 

+ s D r(M, M’)T(M’, t) dM’+ U(M, t) = 0; (2) 

(b) pour un point M de Y* s&parant 9 de D 

- K(M)VT(M, t) *o(M) + s r(&f, M’)T(M’, t) dM 
D 

+ U(M, t) = 0. (3) 

Les equations prkctxientes determinent totalement 
le comportement de la structure thermique. Nous les 
&irons sous une forme plus compacte : 

VME 9” 
i?T(M, t) 

L[T(M t)] + W+f, f) = c(M) 7 

VMfY 51g [ T(A4, t)J + U(hf, t) = 0. i 
(4) 

L est l’opkateur de la chaleur pour les transferts 
thermiques couples, associe a l’opkrateur des con- 
ditions limites 93. II est iineaire et stationnaire. Exam- 
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inons plus en details les proprietes de reciprocite des 
differents modes de transferts. 

2.3. RPciprocitP des transferts 

3.1. Base modale de 1 ‘op&ateur de la chaleur 
3.1.1. Optrateur aa’joint de la chaleur. Formons le 

produit scalaire de deux champs continus de l’espace 
P(M) et a(M) definis dans 9 : 

Les lois elementaims de transfert thermique qui ont 
et& utilisees pour etablir les equations (4) relient le flux 

de chaleur au champ de temperature. On dit qu’un 
transfert est reciproque si le changement de sens du 
gradient de temperature entraine l’inversion du signe 
du flux absorb6 

od i designe la conjuguee complexe de 9. 

D’apres cette definition, et avec nos hypotheses, 
les &changes par conduction gouvernes par la loi de 
Fourier sont reciproques : 

Son existence nous permet de definir l’operateur 
adjoint de L note L*. Si /et 9 satisfont les conditions 
limites des problemes homogene et homogene adjoint 
respectivement, alors on a par definition : 

$(M, t) = -K(M)VT(M, t) *n(M) dM. (5) 

La relation de reciprocite des facteurs de forme 
induit l’bgalite : 

(L(P), 9) A <a, L*( q)). (10) 

Pour l’operateur de la chaleur, L* est tel que 
(Annexc B) : 

V ME 9” 

r(M, M’) = r(M’, M). (6) 
L*[T(M, t)] = V[K(M)VT(M, r)] 

En consequence le flux Clementaire Cchange par 
rayonnement entre deux volumes dM et dM’ est reci- 

proque puisqu’il est proportionnel a l’ecart des tem- 
peratures en Met M’ (qui joue ici le role du gradient) : 

+ s r(M,M’)T(M’,t)dM’+u(M).VT(M,t) (11) 
9 

f#~(hf, t, M’) = r(M, M’)[T(M’, t) 

- T(M, t)] dM’dM. (7) 

Le transport de chaleur par transfert de fluide est 
gouverne par la relation elementaire : 

et le probleme d’ivolution adjoint est obtenu en 
remplacant simplement dans (4) L par L*, les con- 
ditions limites restant inchangees. L’operateur adjoint 
a un sens physique prtcis. I1 correspond au meme 
systeme thermique mais oti le champ de vitesse est de 
sens oppose. 

&M, t) = - T(M, t)u(M) *n(M) dM. (8) 

Cette fois le signe du flux d’energie est donne non 
plus par le gradient, comme dans les deux CdS pre- 
cedents, mais par le sens du vecteur vitesse du fluide. 
D’apres l’hypothbse de linearite, l’ecoulement est inde- 
pendant du champ de la temperature. Ici le “moteur” 
du transfert de chaleur n’est autre que le ventilateur 
ou la pompe qui met en mouvement le fluide. NOUS 
sommes en presence d’un transfert non-rtciproque. 

3.1.2. Propr2tP.s de 1 ‘opbrateur de la chaleur “tzotz 

rkciproque”. D’un point de vue mathematique, l’op- 
Crateur de la chaleur generalise L est Cgal a la somme 
d’un operateur aux derivees partielles elliptique du 
second ordre, et un operateur integral (terme de 
rayonnement). Dans le cas le plus general, l’operateui 
Iz8 associe a L est de type mixte, c’est-a-dire qu’il 

comprend des conditions aux limites de toutes les 
especes. 

Nous allons voir que ces proprietes de reciprocite 
conditionnent dans une large mesure les mtthodes 
de resolution du probleme d’tvolution du champ de 

temperature d’un systeme thermique. 

Les references [21-231 donnent d’importants resul- 
tats concernant les operateurs lineaires aux d&i&es 
partielles elliptiques du second ordre, a coefficients 
complexes. Ceux-ci agissent sur des fonctions analy- 
tiques, definies sur un espace borne de dimension hnic. 
On montre que ces operateurs, assocks a des con- 
ditions aux limites de premiere, de deuxieme, de troi- 
sieme espece ou mixtes, possedent des spectres discrets 
de valeurs propres. Les fonctions propres generalisies 
qui leurs sont associees forment une base pour les 
fonctions appartenant au domaine de definition de 
l’operateur (par lequel nous designons l’ensemble des 
fonctions verifiant les conditions aux limites qui lui 
sont assocites). La perturbation d’un tel operateur 
par un operateur borne quelconque ne modifie pas 
ses proprietes spectrales [24], en particulier celles qui 
viennent d’etre citees. 

3. DECOMPOSITION MODALE DU CHAMP 
DE TEMPERATURE 

Nous avons scinde la demarche de resolution analy- 
tique de (4) en deux parties : 

(1) Une etude des proprietes remarquables de 
l’operateur de la chaleur, qui aboutira a la mise au 
jour d’une famille de solutions particulieres pour le 
probleme homogene (base propre). 

(2) Une transformation integrale sur l’espace qui, 
en utilisant cette base, fournira une solution formelle 
du probleme non homogene. 

Nous savons par ailleurs [25] qu’un operateur 
lineaire et son adjoint possbdent des spectres “con- 
jugues” de valeurs propres, et que deux fonctions 
propres associees a des valeurs qui ne sont pas con- 
juguees complexes sont orthogonales. 
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Ecrivons alors les problemes aux valeurs propres 
pour les optrateurs L et L* 

L[Vi(M)] = ZiC(M)Vf(M) 

L*[W,(M)] = Z,*c(M)FV#l4) 1 
(12) 

et sur Y, Vi et Wj verifient les conditions aux limites 
homogenes (U(M, t) = 0, V ME 9, V t) associees a L 
et L*. 

On verifie que la partie differentielle de ce probleme 
satisfait aux conditions de [21-231. D’autre part, 
l’operateur integral correspondant aux transferts 
radiatifs est compact et borne [26]. 

L’opbateur de la chaleur pour des transferts 
couples possede done une famille denombrable de 
fonctions propres Vi(M), orthogonale a celle de son 
adjoint, W,(M). Cette famille forme une base pour 
les fonctions f(M) qui satisfont aux conditions aux 
limites homogenes associees a L. Les deux opkateurs 
possedent des spectres conjugds de valeurs propres 
Z, et Zy, i,_j E N. Celles-ci sont generalement com- 
plexes et, comme L est a coefficients reels, leurs con- 
jug&es sont elles mdmes valeurs propres. 

Aprb avoir norme les fonctions propres la con- 
dition d’orthogonalite s’ecrit : 

Vi,jeN 

(vi(M),C(M)Wj(M))=6,. (13) 

C’est grace a I’existence de cette prop&e remar- 
quable d’orthogonalite des modes propres avec leurs 
adjoints qu’il nous sera possible d’etendre la methode 
de decomposition modale aux systemes a transferts 
couples non reciproques. Avant de poursuivre il est 
utile d’examiner le probleme homogene pour preciser 
le sens physique des elements propres a valeurs com- 
plexes. 

On verifie immediatement que pour la condition 
initiale particuliere T(M,O) = Vi(M) le champ de 
temperature satisfait l’egalite : 

T(M, t) = V,(M) exp (Zit). (14) 

La linearite des equations nous autorise a super- 
poser les modes propres pour reconstituer la solution 
du probleme homogene associe a une condition 
initiale arbitraire T(M,O) = T,(M). De la propriete 
d’orthogonalite nous deduisons les coefficients de 
decomposition sur la base des fonctions propres. Les 
elements propres sont reels ou complexes et dans ce 
dernier cas nous les regrouperons par paires 
conjuguies. Nous obtenons en definitive l’expression 
reelle generale du champ de temperature : 

T(M, t) = f nilaiVi(M)I exp&t) 
i= I 

Oti 

x cos (w,t+Argcr,V,(M)) (15) 

Zi=A,+jo,, j*= -1 

ai = 1 ou 2 selon qu’il s’agisse d’un mode reel pur 
ou complexe. 

La partie reelle de la valeur propre Zi correspond a 
l’inverse dun temps caracttristique z = - l/n,, et sa 
partie imaginaire oi a une pulsation propre du 
systeme. Nous en deduisons que la reponse dune 
structure thermique non reciproque peut presenter, en 
regime variable quelconque, des oscillations amorties. 
Cette interpretation peut paraitre Ctonnante. L’equa- 
tion de transfert de la chaleur ne presente qu’une 
derivte premiere par rapport au temps et il ne peut 
pas exister par consequent de resonance thermique 
(contrairement a ce qui ce passe pour des systemes 
mecaniques). Nous verrons sur l’exemple simple du 
paragraphe 4 que cette “contradiction” n’est qu’ap- 
parente. 

Pour clore cette partie consacree aux proprietes de 
l’operateur de la chaleur, revenons un instant au cas 
des structures lieux d&changes thermiques par- 
faitement rtciproques (u(M) = 0 V M). On parle dans 
ce cas de probleme auto-adjoint. Autrement dit les 
operateurs L et L* sont identiques. 11s admettent la 
m&me famille &elements propres (Vi = WJ celle-ci 
ttant a valeurs reelles. Les resultats Ctablis dans le 
cadre de la theorie des systemes non reciproques 
seront transposables en integralite a des systemes reci- 
proques qui n’en constituent qu’un cas particulier. 

3.1.3. Calcul pratique des PlPments propres. Le cal- 
cul des elements propres est un point important de la 
methode puisqu’il permet de d&passer le stade pure- 
ment formel de la resolution. 

La voie analytique n’est praticable que dans des 
cas relativement simples. Un exemple est donne au 
paragraphe 4. On trouvera dans la reference [27] une 
methode de calcul des elements propres dun bdtiment 
ou les transferts sont supposes reciproques. Rien ne 
s’oppose d’ailleurs a sa transposition a des systemes 
non reciproques. Notons que l’approche analytique 
aboutit toujours a rechercher les racines dune Cqua- 
tion transcendante, operation qui n’est realisable que 
numeriquement sur un ordinateur. La difficulte prin- 
cipale est alors de ne pas oublier de zeros. S’il existe 
des tests fiables au tours du calcul dans des cas reci- 
proques [14, 281, le probleme reste ouvert pour les 
systemes non reciproques. Dans tous les cas, la 
decomposition des regimes permanents de tem- 
perature sur la base propre, permet en Cvaluant le 
reste de decomposition, de chiffrer a posteriori l’erreur 
commise par un oubli de valeurs propres. 

Pour les grandes structures thermiques on prefere 
resoudre le probleme aux valeurs propres (12) en le 
discretisant par rapport a la variable d’espace par les 
methodes classiques de differences finies ou d’elements 
finis. L’opbrateur integro-differentiel de la chaleur est 
approxime par une matrice a coefficients reels non 
symttrique. La recherche des elements propres se 
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reduit a la diagonalisation de cette matrice et de sa 
transposee. Cette derniere est en effet l’equivalent dis- 

cret de l’operateur adjoint L*. Pour diagonaliser nous 
conseillons l’emploi de l’algorithme “Q-R” en double 
precision [29]. Nous l’avons compare a une methode 
iterative associee a des deflations sucessives 1301 qui 
a l’avantage de determiner les temps caracteristiques 
par ordre decroissant. A precision Cgale elle s’avere 
beaucoup moins rapide que la methode “Q-R” meme 
si on se contente des deux ou trois premiers elements 
propres. 

L’inconvinient majeur de cette approche numer- 
ique est lie a la discretisation arbitraire de l’espace. 
I1 n’existe en effet pas de critbre de maillage opti- 
mal pour les systbmes complexes. En realisant 
un decoupage suffisamment fin, on est assure que les 
premiers elements propres determines par discre- 
tisation convergent bien vers les elements propres 
analytiques. La taille importante du modele n’est pas 
g&ante puisque le calcul des modes est une phase 
intermediaire de l’obtention du modele modal sur 
lequel on operera une reduction od seuls quelques 
modes parmi les premiers seront conserves. 

3.2. Transformation integrale de I’opkrateur de la 

chaleur 
3.2.1. Rkgimes variable, dynamique et glissant. 

Nous pouvons imaginer que le regime variable 
T(M, t) solution de (4) resulte a chaque instant de la 
superposition d’un regime glissant T,(M, t) associe a 
un regime dynamique complementaire T,(M, t) : 

T(M, t) = T,(M, t) + T,(M, t). (16) 

Quelles sont les expressions des regimes d’evolu- 
tions glissant et dynamique? 

Le regime glissant est solution du probleme sta- 
tionnaire avec des conditions limites non homogenes. 
Le temps joue ici le role d’un parametre 

VME go L[T,(M, Ol+ VW t) = 0 
VME Y .&I [T&V, t)] + U(M, t) = 0. I 

(17) 

Le champ de temperature glissant est equivalent au 
regime permanent qui serait atteint par le systeme si 
la sollicitation U conservait une valeur constante a 
partir de l’instant t. C’est aussi le regime que prendrait 
un systeme semblable mais dont la capacite calorifique 
serait nulle. Son expression est une forme integrale : 

T,tM, t) = s S(M, M’) U(M’, t) dM’. (18) 
9 

La fonction de Green S(M, M’) verifie, pour tous 
les points M’ de 9, l’equation (16) dans laquelle on 
substitue a la sollicitation U(M, t) la distribution de 
Dirac 6M’(M) [31]. Dans le cas particulier ou les 
conditions aux limites sur Y* sont de deuxitme ou 
troisieme especes S(M, M’) est decomposable sur 
l’espace des fonctions propres. C’est un moyen de la 
calculer. 

De (4) et (17) nous deduisons que le regime dyna- 
mique satisfait une equation d’evolution avec des con- 
ditions limites homogenes. Ce regime sera decompose 
sur la base des fonctions propres. Nous Ccrirons : 

aT,(M, t) = c(M) _~~~_~~~ (19) 
dt 

VME Y C8 [T,(M, t)] = 0. J 

La separation du regime variable en deux regimes 
dynamique et glissant a des implications pratiques 
importantes. Elle Climine le probltme de reste non 
decomposable du champ thermique lors de sa pro- 
jection sur la base propre, celui-ci ttant contenu dans 
le regime glissant. Lors de la reduction modale les 
modeles ne presenteront pas de biais statiques. 

3.2.2. Transformation intigrale et kquation d’ltat 

modale. Nous definissons l’etat Clementaire Xi(t) du 
systeme associe au mode propre d’ordre i par la trans- 
formation integrale, sur le domaine 9, du champ de 
temperature en regime dynamique : 

ViEN 

x,(t) = <T,(M,t),c(M)W,(M)). (20) 

Chaque &at Clementaire verifie une equation 
differentielle du premier ordre par rapport au temps 
[32]. C’est l’iquation canonique ou l’equation d’etat 
modale : 

dX (t> 
__ = &r,(t) + 

dt s (W,(M), -c(M)StM,M’)) ~ 

dU(M’, t) 
x .- PdM’. (21) 

at 

Le champ de temperature en regime dynamique se 
projette de maniere unique sur la famille des fonctions 
propres Vi(M) et il y a identite entre les coefficients de 
la decomposition et les &tats elementaires. Ce resultat 
decoule directement de la propriete d’orthogonalite. 

Nous pouvons a present Ccrire l’expression exacte 
du champ de temperature qui verifie l’equation des 
transferts thermiques du systeme Ctudie (4) : 

T(M, t) = 
s 

S(M, M’)U(M’, t) dM’ 
9 

Cette equation achbve la generalisation de la 
decomposition modale du champ de temperature 
d’une structure thermique soumise a des transferts 
de chaleur couples, lintaires, stationnaires et non- 
reciproques. 
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3.3. Quelques caracteristiques de la solution modale 
formelle 

La solution formelle presente des proprietes interes- 
santes : 

(1) Les equations canoniques et les &tats Clemen- 
taires sont indtpendants entre eux. 

(2) La partie dynamique de la solution est obtenue 
sous forme d’une s&e infinie mais denombrable. 
Chaque terme est associe a une valeur propre com- 
plexe dont les parties reelle et imaginaire s’interpretent 
respectivement comme l’inverse d’une constante de 
temps et une pulsation caracteristique. 

(3) L’integration des equations d’etat modales est 
immediate et fournit une for-mule de simulation expli- 
cite adapt&e a I’utilisation sur ordinateur. Notons que 
les sollicitations sont souvent donnees sous une forme 
Cchantillonnee dans le temps. L’integration du terme 
correspondant de (21) ne peut etre qu’approchee dans 
ce cas. 

(4) La contribution de chaque mode est ponder&e 
par une fonction exponentielle qui decroit d’autant 
plus vite que le temps caracteristique associe est petit. 
C’est done tout naturellement qu’apparait l’idee de 
modele rtduit construit en ne conservant dans (21) 
que la contribution des modes dominants. Le passage 
dans la base modale Ctablit en quelque sorte une hitr- 
archie qui n’existe pas dans la base naturelle. La 
dominance peut &tre mise en evidence lors de l’ob- 
servation des spectres des reponses indicielles a des 
sollicitations. 

En presence d’un mode d’echange cause dune non- 
reciprocite, nous venons de demontrer qu’il existe bien 
une solution analytique formelle du probleme des 
transferts thermiques couples. Ce resultat issu de la 
separation des variables a necessite le passage dans 
l’espace complexe C ainsi que l’utilisation de l’op- 
Brateur adjoint de la chaleur dont l’interpritation 
physique est simple (champ de vitesse inverse). Les 
proprietes essentielles deja etablies dans le cas dun 
systeme a transferts reciproques (optrateur auto- 
adjoint) ont CtC transpodes. C’est le cas notamment 
de l’orthogonalite des fonctions propres. Les deux 
exemples qui suivent sont des illustrations simples 
mais significatives de la methode d’analyse modale de 
systemes comprenant des transfer% de chaleur par 
transport de fluide. Dans chaque cas nous indiquerons 
les possibilites de reduction du modele. 

4. EXEMPLES D’APPLICATIDN 

4.1. Boucle fluide 
4.1.1. Modklisation. Nous Ctudions le comporte- 

ment thermique d’un fluide incompressible circulant 
en boucle fermee dans un tuyau de section constante, 
et pouvant &hanger de la chaleur avec l’exterieur 
oti la temperature est supposee constante. 

L’equation qui regit le comportement thermique du 
fluide en tout point de l’abscisse curviligne x s’ecrit 
dans ce cas : 

kS$ pcSv;- hT+hT,,+Sl’= PCS; (23) 

oti k est la conductivite thermique du fluide, pc sa 
capacite calorifique, v sa vitesse moyenne, h le 
coefficient d’echange, par unite de longueur du tuyau, 
entre le fluide et l’exterieur, To la temperature ex- 
terieure, S la section du tuyau, et P la puissance 
volumique de sollicitation. 

La circulation en boucle fermee impose a la tem- 
perature la condition de compatibilitt : 

T(x + L, t) = qx, t). (24) 

L Ctant la longueur du tuyau. 
Ce modele monodimensionnel peut representer 

assez pr&cisement le comportement thermique reel du 
fluide lorsque le regime d’ecoulement de celui-ci est 
turbulent. 

Dans la suite, nous considerons une boucle ou de 
l’eau circule dans un tuyau de section circulaire con- 
stante. Une puissance de sollicitation est appliquee 
sur une tranche de la boucle entre les abscisses 
curvilignes x, et x2. La grandeur observee est la 
temperature du fluide au point d’abscisse x,,. 

Les donntes numdriques sont les suivantes : 

L= lOm, v=O.lms-’ 
S = 7.068 x 10d4 m*, h = 2.12 W m-i K-’ 
k=0647Wm-‘K-l, x,=5m 
p = 988 kg m-3, x, =o 
c = 4180 J kg-’ K-‘, x2 = 0.25 m. 

4.1.2. D&termination des kl~ments propres. La r&so- 
lution analytique du probleme aux valeurs propres 
qui decoule de (23) et (24) conduit aux expressions 
suivantes des elements propres, apres normalisation : 

Z,= -A-m* 
4kx2 
z- jm2ni 
PCL 

(25) 

z,*= -h_m* 4kn* 

PCS 
y+ jm2ni 
PCL 

(26) 

Vnsx) = (27) 

~A4 = V&> (28) 
oti m est un entier relatif (m E Z). 

Interpretons les termes des expressions des valeurs 
propres complexes. 

D’apres l’expression (25), la premiere constante de 
temps du systeme (pour m = 0) est : 

z=pcs 
h ’ 

Ce temps est done &gal au rapport de la capacitt 
calorifique du fluide a son coefficient d’echange avec 
I’exterieur, ou, en d’autres termes, “Cnergie accu- 
mulee” sur “puissance perdue”. 11 est d’autant plus 
grand que le systtme est bien isolt et sa capacite ther- 
mique elevee. Nous retrouvons ainsi un resultat bien 
connu pour les modes reels et qualifie parfois de 
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theoreme “energie sur flux” 1331. Son equivalent en 
mecanique vibratoirc est le quotient de Rayleigh. 

Dun autre cot&, les pulsations propres du systeme 
s’bcrivent : 

0J,, = m2n;. (30) 

En remarquant que le rapport de la longueur du 
tuyau a la vitesse moyenne du fluide correspond au 
temps de transit de ce dernier dans la boucle (temps 
mis par une masse elementaire pour effectuer un tour 
complet), nous deduisons, d’aprts (30), que les pul- 
sations propres du systkme sont en realiti: les har- 
moniques de la frequence de transit de la boucle. Ceci 
montre qu’elles ont une interpretation physique, bien 
qu’elles soient dans les parties “imaginaires” des 
valeurs propres. 

41.3. Etude des ~u~~~t~~~ tempore~~es. Nous allons 
Ctudier le ~omportement thermique de la boucle, en 
fonction de deux types temporels de sollicitation: 
echelon et ptriodique. Dans les deux cas nous con- 
siderons que le fluide se trouve initialement a une 
temperature homogdne &gale a celle de l’ambiance. 
L’evolution de la temperature obserde, T, sera repre- 
sent&e par une variable adimensionnelle de la forme : 

oti 7; est la temperature initiale et T, une temperature 
de reference que nous definirons dans chacun des cas 
trait&. 

0 sera representee par des expressions simplifiees oti 
now n’exphciterons pas forcement tous les termes. 
Dans ces formules, “Ie mode d’ordre m”, pour m 
different de 0, signifie en realite la paire de modes 
propres de cet ordre qui sont conjugues complexes et 
qui, pour la coherence du modele, doivent toujours 
etre pris ensemble. 

Les particularites des systemes a transferts non reci- 
proques vont etre clairemcnt mises en evidence grlce 
aux outils offerts par la methode modale, aussi bien 
en analyse qu’en reduction. 

(a) Sollicitation par une puissance echelon. 
Une puissance constante PO est appliqde entre ni 

et x2 a partir de l’instant initial t = 0. La temperature 
de reference est prise &gale a celle observee dans le 
tluide au point .x,, en regime permanent. 

A la man&e de l’equation (15), et en utilisant les 
formules (21), (25)-(28) l’expression de I’Cvolution 
de la temperature adimensionnee f3 au point x0 peut 
Ctre mise sow la forme : 

e(r) = ala,-6,exp(;l,t)cos(w,t+#,)] (31) 

avec 

arm = Re (a,) 

b, = II4 

(Pm = Arg k) 

Tableau 1. Tableau des rbponses indicielles. Mode 0 au 
mode 10 

___ . ..__~___ __ .__ .__._._-_-.~_~~~ 
Con&antes Pulsations 

de temps prOpiT 4, h n/ 

(s) (rad so-‘) (o/b) (O/o) 

0 1377 0.0 99.935 99.935 
1 1376 0.0628 0.154 2.307 
2 1316 0.1257 -0.173 I.150 
3 1375 0.1885 0.175 0.763 
4 1374 0.2513 -0.174 0.568 
5 1372 0.3142 0.171 0.450 
6 I371 0.3770 -0.168 0.371 
7 1369 0.4398 0.163 0.314 
8 1367 0.5027 -0.158 0.270 
9 1365 0.5655 0.153 0.236 

10 1363 0.6283 -0.147 0.208 

oti cc, est une constante qui dkpend du mode propre 
wr, de la solli~itation et de l’abscisse x0 de la mesure. 

En regime permanent, nous avons : 

e,= $&=I. (32) 
m= 0 

Nous remarquons alors que le terme cl, correspond 
rigoureusement $ la contribution du mode d’ordre m 
au regime permanent. Dun autre c&e, les termes h, 
permettent de comparer ~importan~ relative des 
differents modes en regime transitoire. Nous allons 
done mettre ces termes dans un tableau 06 tigureront 
aussi les constantes de temps et les pulsations propres. 
L’examen de leurs valeurs respectives fait apparaitre 
la contribution des modes, ce qui va nous permettre 
de reduire l’ordre du modele en ne conservant que 
ceux qui sont preponderants {Tableau 1). 

On remarque la cont~bution presque exclusive du 
mode 0 au regime permanent dans cet exemple. Quant 
aux autres modes, ils ont trh peu d’importance dans le 
regime transitoire. Un modtle n’utilisant que quelques 
elements propres doit done rep&enter correctement 
le comportement dynamique de la boucle. C’est ce 
que Ton constate sur la Fig. 1 ou nous avons trace 
l’evolution de la valeur de 8 simulee ii l’aide d’un 
modele reduit au seul mode 0, que nous comparons li 
la solution analytique obtenue avec les 200 premiers 
modes. On note une tres leg&e difference entre tcs 

O.Ov , ---I- MODEL;AU;O ; 

0 1 2 3 4 10” s 

FIG. 1. Evolution de B de 0 $ 5000 s. Sollicitation k&Ion. 
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MODELE REDUIT AUX MODES 0 A 3 

0.2 
- MODELE D’ORDRE 200 

0.0 ‘- ,’ 

0 100 200 300 s 

FIG. 2. Evolution de 0 de 0 a 400 s. Sollicitation echelon. 

r&hats des deux modeles. En &alit&, les paliers 

observes sur la courbe donnCe par le modgle 5 200 
modes traduisent le fait que pendant presque la duke 
d’un tour du Auide dans la boucle, les masses Clkmen- 
taires passant par le point dabs&se x0 auront eu 
exactement la meme histoire, et seront par consequent 
a la meme temperature. Nous verifions alors qu’en 
conservant dans le modtle, en plus du mode 0, les 
trois modes suivants, on arrive a reconstituer ces 
paliers avec une assez bonne precision (Fig. 2). 

Le tableau des rkponses se revele etre un outil 
privilCgiC pour &valuer l’importance relative des elk- 
ments propres et par Ii meme pour guider la reduc- 
tion du modele. Ici il montre qu’un modtle d’ordre 1 
represente bien les evolutions “lentes” de la boucle. 

(b) Sollicitation par une puissance periodique. 
A l’instant initial, t = 0, on applique entre les 

abscisses x, et x2 une puissance periodique de la 
forme : 

P(t) = P, sin f&J). 

Nous prenons comme temperature de reference, T:, 
celle qui serait observee dans le fluide au point d’ab- 
scisse x0 et en regime permanent, si la boucle Ctait 
sollicitee par une puissance du type echelon, &gale a 
P,. Nous trouvons alors une expression de l’evolution 
reduite de la temperature en regime Ctabli au point x0 
de la forme : 

O(t) = A sin (K&t - #) (33) 

ou le rapport d’amplitude A et le dephasage 4 depen- 
dent de la pulsation de sollicitation 5;$, de l’abscisse 
x,, de la mesure ainsi que de l’ensemble des modes 
propres du systeme. 

Les variations de A et r#~ en fonction de la pulsation 
Q, sont represent& sur la Fig. 3. La courbe (a) mon- 
tre des pits du rapport d’amplitude A lorsque la pul- 
sation Q, est igale a une pulsation propre du systeme. 
Donnons tout d’abord une explication “intuitive” a 

t Le raisonnement SW des masses elementaires isolees ou 
indepeudantes se justifie physiquement par le fait que le 
gradient de temperature n’a pas le temps de se reunifonniser 
par diffusion thermique durant le parcours de la boucle. Le 
terme de transport est en rkafite t&s grand par rapport au 
terme de conduction tjw o >> k) . 

3.0 

(a) 

0 

3 

2.0 3.0 4,o 5.0 6.0 

fbf 

FIG. 3. Rapport d’amplitude et dephasage en fonction du 
rapport de la pulsation de sollicitation $ la premiere pulsation 

propre : (a) rapport d’amplitude ; (b) dephasage. 

ce phenomene de pseudo-resonance. Les pulsations 
propres du systeme sont &gales a des multiples entiers 
de c&e de transit du fluide dans la boucle. Lorsque la 
sollicitation a une pulsation &gale a I’une de celles-ci, 
elle effectue un nombre entier de cycles durant une 
periode de transit de la boucle fluide. Une masse d’eau 
tlementaire passant entre les abscisses curvilignes X, 
et xz va done recevoir, lors de ce passage, une Cnergie 
gale a celle rque lors du passage precedent. Ce qui 
veut dire que la temperature de la masse recevant le 
maximum d’energie a chaque passage va s’etablir a 
une valeur maximaie qui ne peut Ctre atteinte avec 
des sollicitations ayant des pulsations voisines et 
differentest 

Nous pouvons supposer qu’un mode propre d’ordre 
m n’est excite que par des sollicitations ayant des 
pulsations Bgales ou tres voisines de la sienne. Atin de 
verifier ceci, nous allons reduire le modele modal a un 
seul mode, tracer les variations de A et Q, au voisinage 
de la pulsation propre ~rrespond~te et comparer les 
courbes a celles obtenues avec un modele d’ordre 200 
(Fig. 4). Nous constatons alors que les courbes 
don&es par les deux modeles sont pratiquement 
confondues au voisinage de la pulsation propre du 
mode conserve. Ce resultat peut dtre demontre plus 
rigoureusement sur les formules anlytiques. Cette 
demonstration nkcessite un calcu1 long que nous ne 
reproduisons pas ici. 

Nous en concluons que la reduction de l’ordre du 
modele modal dun systeme thermique a transferts 



222 K. EL KHOURY et A. NEVEW ___ 
MODELE D’Oi?DRE 200 MODELE FXDWT AU MODE 5 

I 

0.5 

-\k _)!?J 
0.0 --,-;-;-,-;-,- 

-----_____ 

4.0 4.5 5.0 5.5 6.0 

(a) 

3.0 I 

o.“t--------?i------i 

, , , I,, , , I 

5.0 5.5 6.0 

(b) 

RG. 4. Compariason du mod&e reduit au mode 5 au modele 
d’ordre 200 (sollicitation harmonique) : (a) rapport d’am- 

plitude; (b) dephasage. 

non reciproques, lorsque celui-ci est sollicite par une 
puissance periodique, doit tenir compte de la position 
de la pulsation de sollicitation par rapport aux pul- 
sations propres du systeme. ~ontra~rement done au 
cas des sollicitations en echelon, un mode propre 
d’ordre Cleve peut btre preponderant par rapport aux 
autres, lorsque la pulsation propre correspondante est 
&gale ou tres proche de celle de la sollicitation. On 
peut penser que ceci est un inconvenient pour la 
reduction des modeles modaux lorsqu’il s’agit de sol- 
licitations riches en harmoniques. Mais en r&alit&, les 
maxima du rapport ~amplitude en pseudo-resonance 
ne sont pas les mGmes pour tous les modes propres et 
ont tendance & dkcrottre lorsqu’ils sont associes a des 
pulsations propres tlevees. 

Afin de pouvoir evaluer l’importance d’une pseudo- 
resonance, il suffit de tracer le spectre de raies modales 
correspondant aux valeurs des rapports d’amplitude 
A(w,). En ce qui concerne Ie present exemple, nous 
obtenons le schema de la Fig. 5. 

1.0 

0.5 

0.0 

0 20 40 60 80 

FIG. 5. Amplitudes des pseudo-rtsonances. Mode 0 au mode 
80. 

Terminons cette analyse en l’iiiustrant par deux 
courbes d’evolutions de la temperature du fluide au 
point x0, Iorsque la boucle est sotlicitee par une puis- 
sance sinusoidale (Fig. 6). Dans le premier cas (Fig. 
6(a)), la pulsation de sollicitation est &gale a celle du 
mode propre 1 (pseudo-resonance). Dans le deuxieme 
(Fig. 6(b)), elle fen Ccarte de 10 pourcent; on ob- 
serve alors des battements piriodiques en regime 
transitoire. 

Signalons que les courbes reproduites ici ont cte 
obtenues suite a des simulations avec un modele 
modal reduit au seul mode 1. Nous avons simult ces 
mCmes evolutions avec un modele d’ordre 200, mais 
nous n’avons pas trace les courbes correspondantes 

._ 

0.5 

0.0 

-0.5 

-10 
0 1 2 3 4 ds 

(a) 

0.2 I , 1 L 

0.1 

0.0 

-0.1 

-0.2 ! ( 

0 1 2 3 

(b) 

FIG. 6. Evolution de 8 de 0 $5000 s (sollicitation siousoidale) : 
(a)!&,=w,:(b)Q,= 1.1 u,. 
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FIG. 7. Plan du b&timent mod&e. 

car elles se confondent pratiquement avec celles pre- 
sentees sur la Fig. 6. 

Sur cet exemple, nous venons de montrer que la 
forme m&me de la solution modale explique le com- 
portement “pseudo-resonant” de la boucle fluide. 11 y 
a une interaction nette entre les caracteristiques fre- 
quentielles de la sollicitation et les pulsations propres 
du systeme. Cette constatation nous a permis de 
guider la reduction du mod&e. 

4.2. Thermique du b&iment 
Un bltiment est une structure thermique complexe 

od sont couples des elements divers (murs multi- 
couches, parois, vitrages, ambiances, etc.). Et la diver- 
site des sollicitations (conditions meteorologiques, 
puissances de chauffage, apports intemes, etc.) com- 
plique encore l’etude de son comportement. Dans ce 
cas seules les methodes numeriques sont praticables, 
et on se trouve confront& au probltme de temps de 
calcul requis pour avoir des rtsultats significatifs. 

La methode modale offre a nouveau de grandes 
possibilites de simplification grace notamment aux 
techniques de reduction qu’elle permet de mettre en 
oeuvre [34, 351. Mais les restrictions imposkes par 
la condition de reciprocite des &changes empechaient 
jusqu’ici la prise en compte des debits d’air non 
symetriques entre les differentes zones (ventilations 
mecaniques controlees) . Ceci ne formait qu’un incon- 
venient mineur puisque les debits en question sont 
generalement faibles et n’influent pas Bnormement 
sur le comportement thermique de l’ensemble de la 
structure. 

Notre etude permet neanmoins, en levant cette re- 
striction, d’avoir plus de realisme et de precision dans 
le modele de comportement thermique du bbtiment. 

Dans cet exemple, nous considerons un batiment 
comprenant trois zones. L’enveloppe est decomposke 
en sept parois verticales, un plancher, un plafond et 
six ouvertures vitrees. Les zones sont skparees l’une de 
l’autre par des cloisons interieures (Fig. 7). Une venti- 
lation mkcanique controlee assure le renouvellement 
d’air dans les zones de jour et de nuit, avec un taux a 
peu pres tgal a un volume par heure. L’evacuation 
de l’air vicie se fait par la zone technique. 

0 I2 24 36 HE- 

FIG. 8. Evolution de la tempkrature d’air dans la zone tech- 
nique. 

La discretisation de l’optrateur de la chaleur et des 
conditions de couplage est obtenue par differences 
finies sur un mailIage des differents composants. Nous 
obtenons un modtle comprenant au total 85 tqua- 
tions. Les courbes de la Fig. 8 representent l’evolution 
de la temperature d’air dans la zone technique simulee 
avec trois mod&es modaux differents. 

La courbe obtenue avec le modele modal complet 
(85 modes) se confond pratiquement avec celle donnee 
par une resolution classique aux differences finies. En 
comparant cette evolution a celle simulee a l’aide du 
modele modal reduit au premier mode, on voit que ce 
demier ne suffit pas a lui tout seul pour reconstituer 
la temperature observee. De l’analyse des tableaux de 
reponses indicielles il est possible d’extraire les modes 
dominant les evolutions des differents couples (vari- 
able observte, sollicitation appliquee). Si on ne garde 
que les modes dont la contribution au regime perma- 
nent est suptrieure a 5%, on obtient pour cet exemple 
un modele d’ordre 5. La courbe qui lui est associee 
montre qu’en choisissant judicieusement les modes a 
conserver, on arrive a reduire considerablement le 
mod&e de comportement thermique dun bltiment 
complet, sans trop perdre en precision. 

5. CONCLUSION ET DEVELOPPEMENTS 

FUTURS 

Les resultats que nous venons d’enoncer confirment 
l’inter$t de la methode modale. Elle fournit un cadre 
theorique general et rigoureux a l’etude des systemes 
lineaires et stationnaires. La representation analytique 
formelle du comportement du systeme qui en est issu 
est riche d’enseignements. 

Ainsi nous avons montre comment la mise en lumi- 
tre des frequences propres aide a comprendre un 
phenomtne complexe comme la pseudo-resonance. 
Les contributions dominantes de quelques modes 
propres aux reponses du systeme permettent d’en con- 
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denser la reprksentation mathkmatique. De 18 il est 
possible de construire des algorithmes de simulation 
rapides. On peut envisager d’identifier les parametres 
du mod?le rkduit, d l’image de ce qui est fait pour les 
structures “reciproques”. Le resultat sera utilisable 
dans des commandes de processus oti sont utili&es 
des boucles de Auide, ce qui couvre un large champ 
d’applications. 
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ANNEXE A. CALCUL DES ECHANGES 
RADtATtFS 

Considerons une enceinte Y; formee de N surfaces (S,, 
i = 1, N) isothermes, grises et diffusantes en emission et en 
reflexion. 

Le flux net gagni par une surface S, s’tcrit : 

gv etant le facteur de transfert radiatif de la surface Si a la 
surface S, [36]. 

Lorsque les temptratures des surfaces varient amour d’une 
valeur To sans trop s’en &carter, le flux & peut &tre approximc 
par une expression lineaire de la forme : 

#, = S, f F;(T, - T,) 
,=I 

avec 
9; = 4aT; fl,/ 

que l’on peut aussi transformer en : 

Oli 

et 

R, = S, 9”:, pourifj 
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La relation de rbciprocite des facteurs de transfert permet 
alors d&ire : 

R, = Rii. 

Le flux net gag& par un element dM de Si est : 

qu’on peut &ire plus genbalement par : 

oti &Vi est une distribution telle que : 

i 

1 
&s;(M) = 

si MfS, 

0 ailleurs. 

De la m&me facon, la temperature q peut &re exprimi+e 
en fonction des temperatures ponctuelles par : 

q= s 6Sj(M’) ~ T(M’) dM’. 
sp sj 

Ce qui donne finalement : 

d&M) = dh4 

= dM r(M, M’)T(M’) dM’. 

On verifie facilement que : 

r(M, M’) = r(M’, M). 

ANNEXE 13. EXPRESSION DE L‘OPERATEUR 
ADJOINT DE LA CHALEUR 

L’operateur de la chaleur est defini par : 

ME $30: * 
Or, d’aprts l’equation de conservation de la masse dans le 

fluide : 

uPw)) = ww)VPw)) V-u(M) = 0. 

+ s r(M, M’)/(W) dM’-u(M) -V+‘(M) (Bl) 
P 

avec les conditions aux limites homogenes : 

ME 9”: 

+ s D r(M, M’)/(M) dM’ = 0 (B2) 

ME Y*: 

--IY(M)VfqM) *n(M) + J 9 
r(M, ~)~(~) dM’ = 0. 

(B3) 

Calculons le produit scalaire : 

od f(M) et g(M) verifient les conditions aux limites asso- 
cit?es a l’operateur de la chaleur L. 

Ce prod& scaiaire est &gal a la somme de trois termes : 

+ r(M, M’) ~(M),#(M’) dM’dM 

Developpons : 

= s 9,V(@f)@M)V+(M)) dM 

En dComposant le premier terme a droite en une somme 
d’integrales sur les differents sous-domaines, et en appliquant 
pour chacune de ces integrales le theor6me ~Ostro~a~ky, 
on trouve, d’apms les conditions aux limites (B2) et (B3) : 

s so V(@)fWf)f’f(M)) dM 

= 

Dun autre c&e : 

r(M, M’) @4)f(M’) dM’ dM. 

D’autre part, le premier terme B droite de l’egalite se trans- 
forme en une somme d’integrales surfaciques, d’apres le theor- 
emme d’Ostrogradsky. Mais on sait que le champ de vitesse est 
nut sur les interfaces solide-guide, alors que sur les interfaces 
fluide &tide (au cas 06 il y aurait deux fluides non miscible& 
il est tangentiel, ce qui annule son prod& scalaire avec la 
normab. D’oir : 

- &M)u( M) * V+(M) dM 

= gO,@f)~(M)V;(M)dM. 
s 

Ce qui donne, fmalement, en rajoutant le terme corre- 
spondant au rayonnement : 

w% 9) = r(M, M’)@(M)f(M’) dM’dM 

Considerons ma~n~nant l’operateur L* ayant la m&me 
expression que L, sauf pour u(M) qui est remplad par 
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-u(M), et associt aux mimes conditions aux limites. Cal- 
culons le produit scalaire : <xJ-*(d) = 9 

ss 
a r(M, M’)f(M) &W) dM’ dA4 

(p, L*(P)) = s P(M)L*(gWN dM. _ 
9” s pov#f). (K(M)V @(Ml) dM 

Comme l’operateur de la chaleur est a coefficients reels, la 
fonction i(M) verifie les conditions aux limites (B2) et (B3) + 

s 
&(M)u(M) . V/(M) dM. 

et l’ona: 
9” 

L*(g(M)) = L*(&)). 
Or, en permutant l’ordre d’integration et les roles de M et 

M’, et en remarquant que r(M, M’) = r(M’, M), on obtient 

On peut alors suivre la meme demarche pour le terme de 
que : 

conduction, ce qui donne : 

s 

Is D 9 
r(M, M’)f(M) i(W) dM’dM 

90 
P(M)V(K(M)V i(M)) dM 

= r(M, M’) &M)/(W) dM’dM. 

= 
ss 

S! 5% 9 

y p r(M, M’)+‘(M) &(M’) dM’ D’autre part, le tenseur K(M) etant symttrique, on peut 
demontrer que : 

_ s 90 
V+(M) * (K(M)V &W) dM. 

V+(M) * (K(M)V&(M)) dM = V&M) * (K(M)Vj’(M)) dM. 

On verifie ainsi l’egalite des produits scalaires : 

En rajoutant directement les termes correspondant au Q-(7% 8) = (fi L*(8)) 

transport et au rayonnement, on obtient : ce qui montre que l’operateur L* est bien l’adjoint de L. 

MODAL ANALYSIS OF THERMAL SYSTEMS IN THE PRESENCE OF NON- 
RECIPROCAL TRANSFERS 

Abstract-The field of application of modal analysis to thermal structures is limited by three hypotheses 
concerning the nature of transfers: linearity, stationarity and reciprocity. The latter practically forbids 
the use of the method when there are fluids in motion. We describe here a formal resolution process that 
eliminates this restriction for a very general heat operator (including thermal diffusion, radiation and 
energy transport by mass transfer). The method relies on the adaptation of the separation of variables 
technique to the domain of complex numbers. The calculations show the existence of two bi-orthogonal 
families of eigenfunctions associated with discrete spectra of eigenvalues and forming a basis of elementary 
solutions. Two examples, a fluid circulation loop and a building with controlled mechanical ventilation, 

illustrate the use of the resulting general modal model. 

MODALANALYSE VON THERMISCHEN SYTHEMEN BE1 NICHT REZIPROKER 
WARMEUBERTRAGUNG 

Zusammenfassnng-Das Anwendungsgebiet der Modalanalyse einer thermischen Struktur ist beschrankt 
durch drei grosse Hypothesen, die die Natur der Wiirmeiibertragung betreffen : Linear@ stationare und 
reziproke Relationen. Die Hypothese der reziproken Relation untersagt in der Praxis den Gebrauch der 
Methode, wenn es sich um stromende Fluide handelt. Wir beschreiben hier eine formelle Losungsmethode, 
die fur einen ganz allgemeinen Wlrmeoperator (Thermischer Diffusion, Strahlung, Energieiibertragung 
duch Massentransport) diese Einschriinkung aufhebt. Die Berechnung basiert auf die Anpassung der 
Separation von Variabeln im komplexen Zahlenbereich. Der Vorgang zeigt klar zwei biorthogonale 
Gruppen von Eignmoden, angelehnt an zihlbare Spektren der Eigenwerte, geben sie eine Basis der 
elementaren Losuneen. Zwei Beisoiele. ein Umlauf eines Fluides und ein Gebaude, ausgestattet mit einer . 
regelbaren, mechar&chen Lilftung, zeigen die Anwendung des allgemeinen Modalmodel, wie es hier 

entworfen wurde. 


